
8 Ìàêñèìàëüíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ, ðàñêðàñêè

(a) Ãðàô G1 (b) Ãðàô G2

Ðèñ. 1

8.1. Íàéòè ìàêñèìàëüíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôàõ G1 è G2, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ.1, è äîêà-
çàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òàòòà-Áåðæà, ÷òî íàéäåííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ
ìàêñèìàëüíûìè.

Ðèñ. 2: Ãðàô G

8.2. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G, èçîáðàæåííîì íà ðèñ.2, è äîêàçàòü ñ ïîìî-
ùüþ ôîðìóëû Òàòòà-Áåðæà, ÷òî íàéäåííîå ïàðîñî÷åòàíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íûìè.

8.3. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí â êóáè÷åñêîì ãðàôå, íå èìåþùåì ñîâåðøåí-
íîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ?

8.4. Îïèñàòü ôàêòîð-êðèòè÷åñêèé ãðàô â òåðìèíàõ äåêîìïîçèöèè Ãàëëàè � Ýäìîíäñà.

8.5. Äîêàçàòü, ÷òî íèêàêîé äâóäîëüíûé ãðàô G[X, Y ] ôàêòîð-êðèòè÷åñêèì áûòü íå ìîæåò.

8.6. Ñîñ÷èòàéòå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ(G), êëèêîâîå ÷èñëî ω(G) è ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè α(G)
äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3(a).

8.7. Ïðåäúÿâèòå ñïîñîá íà÷àëüíîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ âåðøèí ãðàôà G, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ.
3(b), äëÿ êîòîðîãî æàäíûé àëãîðèòì îêðàñèò âåðøèíû â äâà öâåòà, à òàêæå ñïîñîá íà÷àëüíîãî
óïîðÿäî÷èâàíèÿ âåðøèí, ïðè êîòîðîì òàêîé àëãîðèòì îêðàñèò âåðøèíû ãðàôà G â ÷åòûðå
öâåòà. Îáîáùèòå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé äâóäîëüíîãî ãðàôà K∗

n,n, ïîëó÷åííîãî èç
ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà Kn,n ñ áëîêàìè X = {x1, . . . , xn} è Y = {y1, . . . , yn} óäàëåíèåì ðåáåð
{xi, yi}.
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8.8. Îïðåäåëèòå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà G, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 4.

8.9. Äîêàæèòå, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ(G) ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà G ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó
èç õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë åãî áëîêîâ.

8.10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G, ïîñòðîåííîãî íà n âåðøèíàõ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

χ(G) · α(G) > n, n = |V (G)|, (1)

ãäå α(G) � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ìàêñèìàëüíîì âåðøèííî íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ãðàôà G.
Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî k-õðîìàòè÷åñêîãî ãðàôà ìîæíî íàéòè òàêóþ ïðàâèëüíóþ îêðàñêó åãî
âåðøèí â k öâåòîâ, ÷òîáû õîòÿ áû îäíî èç ïîäìíîæåñòâ îäíîöâåòíûõ âåðøèí èìåëî ìîùíîñòü,
ðàâíóþ α(G)?

8.11. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàôå G c |E(G)| = m ðåáðàìè õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

χ(G) · (χ(G)− 1) 6 2m.



8.12. Ïóñòü (d1, d2, . . . , dn) � ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòîãî ñâÿçíîãî ãðàôà G. Äîêà-
æèòå, ÷òî

χ(G) 6 1 + max
i

min{di, i− 1}.

8.13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè χ(G − x − y) = χ(G) − 2 äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí ãðàôà G, òî G
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé ãðàô, ïîñòðîåííûé íà n = χ(G) âåðøèíàõ.

8.14. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðàâèëüíîé îêðàñêè ãðàôà G ñ χ(G) = k â k öâåòîâ äëÿ
ëþáîãî öâåòà i íàéäåòñÿ âåðøèíà x, îêðàøåííàÿ â ýòîò öâåò, êîòîðàÿ ñìåæíà ñ âåðøèíàìè,
îêðàøåííûìè âî âñå îñòàâøèåñÿ k − 1 öâåòîâ.

8.15. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå. Îáðàçóåì ãðàô G, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò ÿâëÿòüñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ
ïðÿìûõ, à ðåáðàìè � îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå äâå ñîñåäíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íà îäíîé ïðÿìîé.
Äîêàçàòü, ÷òî χ(G) 6 3.

8.16. Ïóñòü l åñòü äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ïóòè â ãðàôå G. Äîêàçàòü, ÷òî χ(G) 6 l.

8.17. Îïèøèòå âñå k-êðèòè÷åñêèå ãðàôû äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà k = 1, k = 2 è k = 3.

8.18. Ïóñòü G � k-êðèòè÷åñêèé ãðàô. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû x ∈ V (G) ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà G â k
öâåòîâ, â êîòîðîé âåðøèíà x îêðàøåíà â öâåò, íå âñòðå÷àþùèéñÿ ïðè îêðàñêå äðóãèõ
âåðøèí, à âñå îñòàëüíûå öâåòà âñòðå÷àþòñÿ ïðè îêðàñêå ïîäìíîæåñòâà N(x) åå ñîñåäåé.

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà e ∈ E(G) â ëþáîé ïðàâèëüíîé îêðàñêå ãðàôà G− e â k − 1 öâåò
êîíöåâûå âåðøèíû e îêàçûâàþòñÿ îêðàøåííûìè â îäèí è òîò æå öâåò.

8.19. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå k-êðèòè÷åñêîãî ãðàôà δ(G) > k − 1.

8.20. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:
χ(G) 6 ∆ + 1.

8.21. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ãðàô G, äëÿ êîòîðîãî χ(G) = k, èìååò ïî êðàéíåé ìåðå k âåðøèí,
ñòåïåíü êîòîðûõ áîëüøå èëè ðàâíà k − 1.

{1,2} {1,3} {2,3}
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Ðèñ. 5

8.22. Äîêàæèòå, ÷òî ïîêàçàííûé íà ðèñ. 5 ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñïèñî÷íî 3-ðàñêðàøèâàåìûì, íî
íå ÿâëÿåòñÿ ñïèñî÷íî 2-ðàñêðàøèâàåìûì.


